
 
 Sigui ABC  un triangle amb . Siguin o120=∠BAC E  i  els peus de les 
altures pels vèrtexs 

F
B  i C , respectivament, i  el punt mitjà del costat . D BC

 Demostrau que el triangle DEF  és equilàter. 
 
 Atès que , els punts BFCBEC ∠==∠ o90 E  i  pertanyen a la 
circumferència de diàmetre . I atès que el centre d’aquesta circumferència és 
el punt , resulta 

F
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D
 DFDE =  (1) 
 
 Per altra banda, considerant el triangle , resulta FAC
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i, pel teorema de l’angle inscrit, 
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 Així, doncs, el triangle DEF  és equilàter ja que és isòsceles (1) i un dels 
seus angles fa . o60
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Els nombres , ,  i  compleixen a b c d

 
aa −−= 54 ,   bb −+= 54 ,   cc +−= 54 ,   dd ++= 54  

 
Calculau el producte . abcd

 
 
 
 

Els nombres  i b  són solucions de l’equació ;  i  
són solucions de l’equació . Resulta que , ,  i  són 
les arrels del polinomi , el producte de les quals val doncs 11. 

a 0118 24 =++− xxx c d
0118 24 =+−− yyy a b c− d−

0118 24 −x =++ xx
Per tant, 

( )( ) 11=−−= dcababcd
 



Demostrau que si a ,  i  són nombres reals positius i , aleshores es 
compleix la desigualtat: 

b c 13 =abc
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En quines condicions hi ha igualtat? 
 
 
 

( ) ( ){ bca
a

abcbca
a

caba
a

cba
a

cba
a

23
3

222 5

5

3
1

5

5

225

5

224

4

444

4

+
=

⋅+
=

+
=

+
≤

++
=

 

i per tant, 
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Hi ha igualtat si i només si cba == . 
 



Provau que entre set nombres naturals quadrats perfectes, n’hi ha almenys 
dos la diferència dels quals és múltiple de 20. 

 
 
Atès que un nombre natural quadrat perfecte acaba en un del sis dígits 0, 

1, 4, 5, 6, 9, almenys dos dels set quadrats donats, siguin  i , acaben en la 
mateixa xifra. 

2a 2b

 
Aleshores  acaba en zero i això implica que  és múltiple de 

5. 
22 ba − 22 ba −

 
Doncs  i  acaben en la mateixa xifra, és clar que ambdós són parells o 

ambdós són imparells: 
2a 2b

Si  i  són ambdós parells, també són parells els nombres  i b . 

Tendrem ,  , amb m  i  nombres enters, i  . 

2a 2b a

ma 2= nb 2= n ( ) •

=−=− 44 2222 nmba
Si  i  són ambdós imparells, també són imparells els nombres  i . 

En aquest cas, ,  

2a 2b a b

12 += ma 12 += nb    i    . ( )( )
•

=++−=− 41422 nmnmba
 
Així, doncs,  serà múltiple del mínim comú múltiple de 4 i 5 i hem 

acabat. 
22 ba −

 



Trobau tots els enters b  i c  tals que l’equació  té dues arrels 
reals 

02 =+− cbxx
α  i β  que compleixen . 522 =α + β

 
Atés que b=+ βα  i c=αβ , obtenim ( ) cb 22 2222 −=−+=+ αββαβα . I 

atès que el discriminant de l’equació és , s’han de complir simultàniament 
les relacions 

cb 42 −

522 =− cb  
i 

042 >− cb  
 
Amb aquestes condicions es veu immediatament que els únics valors de b  

i  són  c
3±=b , 2=c     i    1±=b , 2−=c  

 
 
 



 Siguin A  i B  dos punts donats d’una circumferència i E  el punt mitjà de 
l’arc AB , tal com es mostra a la figura. 

Escollit un punt  de l’arc P AB , sigui  el peu de la perpendicular a N AP  
per E . 

Provau que  . PBNPAN +=
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Sigui  el segon punt d’intersecció de  amb la circumferència i Q EN R  el 
punt d’intersecció de  i . AN BQ

Si  és el punt de la circumferència diametralment oposat a D E , aleshores 
 és el punt mitjà de l’arc D AB  que no conté E  i  és bisectriu de PD APB∠ . 

Atès que , tenim ANEDQE ∠==∠ o90 DQAN . Per tant, les cordes AP  i 
 són paral·leles i DQ

arc  = arcPQ AD  
 = arc  DB

En conseqüència, 
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d’on resulta que PDRB ,  és isòsceles amb AQR∆ QRAQ =  i, conseqüentment, 
 és el punt mitjà del segment . N AR

  
 Si PQABK ∩= , els teoremes de la bisectriu i de Thales dónen 
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== ,  

d’on 
PRPB =  . 



Finalment, 
PBNPPRNPNRAN +=+==  
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