Sigui ABC un triangle amb ZBAC =120°. Siguin E i F els peus de les
altures pels vertexs B i C, respectivament, i D el punt mitja del costat BC.
Demostrau que el triangle DEF és equilater.

Atés que /BEC=90°=/BFC, els punts E i F pertanyen a la
circumferéncia de diametre BC. | atés que el centre d’aquesta circumferencia és
el punt D, resulta

DE = DF (1)

Per altra banda, considerant el triangle FAC , resulta

ZACF = ZBAC - ZCFA
=120° -90°
=30°

I, pel teorema de I’angle inscrit,

/EDF = 2. ZECF
=2-ZACF
=2-30°
= 60°

Aixi, doncs, el triangle DEF és equilater ja que és isosceles (1) i un dels
seus angles fa 60°.




Els nombres a, b, c i d compleixen

a:\/4—ﬂ, b:\/4+\/ﬂ, c=\/4—m, d:\/4+\/m

Calculau el producte abcd .

Els nombres a i b son solucions de I’equacié x* -8x*+x+11=0; c i d
son solucions de I’equacié y* —8y? —y+11=0. Resultaque a, b, —c i —d s6n
les arrels del polinomi x* —8x* + x+11=0, el producte de les quals val doncs 11.

Per tant,
abcd = ab(-c)(-d)=11



Demostrau que si a, b i ¢ s6n nombres reals positius i 3abc =1, aleshores es
compleix la desigualtat:

3a° 3p° 3c®
3 +— +-= >1
3a°>+2bc 3b°>+2ca 3c’+2ab

En quines condicions hi ha igualtat?
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I per tant,

3 3a° >y a* _1

5 = 4 4 4
ciclica 3a + 2bC ciclica a + b +C

Hi ha igualtat si i noméssi a=b=c.



Provau que entre set nombres naturals quadrats perfectes, n’hi ha almenys
dos la diferencia dels quals és maltiple de 20.

Ateés que un nombre natural quadrat perfecte acaba en un del sis digits 0,
1, 4,5, 6,9, almenys dos dels set quadrats donats, siguin a® i b*, acaben en la
mateixa xifra.

Aleshores a*—b® acaba en zero i aix0 implica que a*—b® és multiple de

Doncs a® i b® acaben en la mateixa xifra, és clar que ambdds sén parells o
ambdds son imparells:
Si a* i b® s6n ambdéds parells, també sén parells els nombres a i b.

Tendrem a=2m, b=2n , amb m i n nombres enters, i a?>—b? =4(m2 —nz):4 .
Si a® i b* s6n ambdds imparells, també sén imparells els nombres a i b.

Enaquestcas, a=2m+1, b=2n+1 i a’-b2=4m-n\m+n+1)=4 .

Aixi, doncs, a*—b* sera maltiple del minim comG multiple de 4 i 5 i hem
acabat.



Trobau tots els enters b i ¢ tals que I’equacié x> —bx+c =0 té dues arrels
reals « i £ que compleixen o+ B =5.

Atés que a+f=b i af=c, obtenim o’ + > =(a+ Bf —2af =h*-2c. |
ates que el discriminant de I’equacio és b* —4c, s’han de complir simultaniament
les relacions

b*-2c=5

b>—4c>0
Amb aquestes condicions es veu immediatament que els Unics valors de b

i ¢ sOn
b=43,c=2 | b=+1,c=-2



Siguin A i B dos punts donats d’una circumferéncia i E el punt mitja de
I’arc AB, tal com es mostra a la figura.

Escollit un punt P de I’arc AB, sigui N el peu de la perpendicular a AP
per E.

Provau que AN =NP +PB .

Sigui Q el segon punt d’interseccio de EN amb la circumferencia i R el
punt d’interseccio de AN i BQ.
Si D és el punt de la circumferencia diametralment oposat a E, aleshores
D és el punt mitja de I’arc AB que no conté E i PD és bisectriu de ZAPB.
Atés que ~/DQE =90° = ZANE, tenim AN|DQ. Per tant, les cordes AP i
DQ sén paral-leles i
arc PQ =arc AD

=arcDB
En consequencia,
ZQRA=/BRA= /ZBRP = Z/BPA- ZPBR

=2-/DPA- ZDPA

= /DPA

=/PAQ
d’on resulta que RB|PD, AAQRés isosceles amb AQ=QR i, conseqilentment,
N és el punt mitja del segment AR.

Si K= ABnPQ, els teoremes de la bisectriu i de Thales dénen
PB_ KB PR
PA KA PA’
d’on
PB=PR .



Finalment,

AN =NR=NP+PR=NP +PB




