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1 Introduccio

La resoluci6 de problemes és el motor de les matematiques ja que s’hi combi-
nen coneixement i estrateégia, metode cientific i aventura intel-lectual. Entre
els diversos tipus de problemes, destaca amb un llum propia la resolucié
d’equacions funcionals. La teoria d’equacions funcionals es va desenvolupar
en el segle passat de la ma de Janos Aczél. Abans del s.XX, es troben pe-
tites i disperses contribucions de D’Alembert, Euler, Cauchy, Gauss...on
s’estudien equacions amb funcions com incognita. Avui en dia, aquest camp
té aplicacions en economia, computacié, logica, fisica, estadistica, etc.
Aquest article pretén ser una introduccié al moén de les equacions funcionals,
presentant les equacions més emblematiques i les estratégies més comunes.
L’objectiu principal és el de ser capacos d’atacar aquest problemes amb ima-
ginacio i asticia ja que no existeix una guia de resoluci6 fixa per aquest tipus
de problemes. Camp lliure a la creativitat!

Definicié 1. Una equacio funcional és una igualtat on la incognita és una
funcié (o diverses funcions), en una variable (o en diverses variables).

Exemple 2. Les segiients expressions son equacions funcionals:

fle+y)=fla)+ fly) flz-y)=Ffla)+fly) fle+fy)=Ffly+ ()
f(f(x) =2 f(a?) =2f(x) fl—a)+ f(z) =2z

Les tres primeres s6n en diverses variables (z,y), les tres restants en una
variable (z).

2 Equacio funcional de Cauchy

L’equacié funcional de Cauchy és la més emblematica per la seva llarga
historia i ja que té un paper fonamental en la resolucié de moltes altres
equacions.

fle+y) = flz)+ fy)



2.1 Resolucié

e Passa 1: Agafant 2 = y = 0, obtenim f(0) = f(0) + f(0), que implica
f(0)=o0.

e Passa 2: Provarem que f(kz) = kf(x) per tot k € N per induccid.
Per k =1 és trivial. Suposem que és cer per k. Vegem-ho per k + 1.
Agafant y = kx, obtenim

f((k+1)z) = f(z+kx) = f(z) + f(kx) = f(z) + kf(z) = (k+1)f()
e Passa 3: Agafant y = —x, tenim

0=/(0) = fz + (=2)) = f(2) + f(-2),

que implica f(—x) = —f(z). Per tant, f(—kz) = —f(kz) = —kf(z)
per k € N i aixi, f(kx) = kf(z) per k € Z.

e Passa 4: Agafant x = 1/k, tenim

que implica f(§) = 7 f(1).
e Passa b: Per m e Z, n € N,

) =mi) =" (1)

Aleshores, f(x) = cx amb c= f(1)iz € Q.

e Comprovaci6: Per f(z) = cx,
flx+y)=cle+y)=cr+cy=flx)+f(y)

En els nombres reals aquestes funcions no tenen per que ser les iniques
que verifiquen l'equacié de Cauchy. Empero, si es suposa continuitat en un
punt o monotonia, per la densitat dels racionals en els enters (tot nombre
real és limit d’una successié d’enters), f(x) = cx per tot z € R sén les
Uniques solucions de I’equacié de Cauchy.

2.2 Equacions relacionades amb ’equacié de Cauchy

1. (Equaci6 exponencial de Cauchy) f(z +y) = f(z) - f(y) té solucions
continues f(z) =01 f(x) = e“*.

2. (Equacié logaritmica de Cauchy) f(z-y) = f(x)+ f(y) amb f continua
ix,y >0 tésolucions f(x) = cln|z|.



3. (Equacié potencial de Cauchy) f(z -y) = f(z) - f(y) té solucions
continues f(z) = |z|° f(x) =01 f(z) = |z|® - signe(z).

4. (Equaci6 de Jensen) f(%5¥) = M té solucions continues f(z) =
azr +b.

5. (Equacié D’Alembert) f(x +vy) + f(xr —y) = 2f(x) - f(y) té solucions
continues f(z) =0, f(z) = cosbz i f(x) = coshbx.

3 Estrategies de resolucié

3.1 Consideracions previes

Abans de comencgar a resoldre I'’equacié funcional s’ha de tenir en compte
tota la informacié que s’aporta.

(i) Domini de la funcid: El domini ens indica on esta definida la funcié
(nombres naturals, enters, racionals, reals...). Aquest coneixement
ens ajudara a ’hora de fer substitucions o operar.

(ii) Imatge de la funcid: Es poden donar funcions que prenen valors en el
domini o en un altre conjunt.

(iii) Condicions de la funcid incognita: A més de 'equacié, la funcié a
trobar pot satisfer continuitat, monotonia, positivitat, etc.

3.2 Metodes basics de resolucio

A continuacio, es presentaran els metodes més usuals per resoldre equacions
funcionals. Aquests metodes sén estrategies per resoldre-les, no pas una
guia de tipus recepta ja que cada equacié funcional és especial i particular.
Sovint alguna d’aquestes estrategies no ens aportara cap informacié pero
una altra o la combinacié d’altres donara lloc a la solucié final. S’ha de
dir que la resolucié d’equacions funcionals és tot un art i que una mateixa
equacié funcional pot ser resolta de diverses formes totalment diferents.

Observacié 3. Aquestes estrategies ens donaran unes funcions candidates
a ser solucié. Al final, aquestes funcions s’han de substituir a I'equacié i
veure si la satisfan!

e Substitucié de les variables per valors numerics. S’ha de treure
el maxim profit del coneixement de certs valors. Es sol comencar per
0 o 1 o per valors rellevants del domini o per ’equacié. En equacions
en diverses variables es poden fer substitucions d’'una variable per una
funcié de l'altra (y = x, y = —z, etc.).



e Induccié. Es basa en usar el valor f(1) per trobar tots els f(n) amb
n enter. Després trobar els f(2) 1 f(r) amb r racional. Es sol emprar

per trobar funcions definides en els racionals.
Exercici 4. Troba totes les funcions f : Q — Q tals que f(1) =2 i f(xy) =

f@)fy) = fla+y)+1.
Demostracié. Agafant + = 1 iy = n € N tenim f(n+ 1) = f(n) +1

icom f(1) = 2 tenim f(n) = n + 1 per tot natural n. Analogament,
per x = 01y = n tenim f(0O)n = f(n) —1 = n, é a dir, f(0) = 1.
Volem trobar ara f(z) per z enter. Substituint x = —1 i y = n ddéna

f(=n) =—=f(n—1)+1= —n+1. Aixi, f(2) = z+1 per z enter. Ara, anem
a determinar f(%) Agafant z=niy = % tenim

1 1
FO) = (04 DFC) ~ o+ ) 41, )
Amés,perz=11iy=n+2 tenim f(n+1+1)=f(n+2)+1,iamb
induccié es prova que f(n+ +) = n+ f(%). Substituint a (1) arribam a

f(E)=1L+1 Amés fent 2 =miy=1_obtenim f(2) =" +11i tenim

f(r) = r+1 per tot racional » > 0. Finalment, fent x = —1 i y = r tenim
f(=r)=—=f(r—=1)+1=—r+11iaixi, f(z) =2+ 1 per tot racional z. Per
acabar, es comprova que aquesta funcid verifica ’equacié. O

e Injectivitat o Exhaustivitat. Una funcié f és injectiva si f(x) =
f(y) & z =y. Una funcié f : A — B és exhaustiva si per tot b € B
existeix a € A tal que f(a) = b. Aquestes dues propietats poden
resultar 1tils si es determina que la funcié solucié les verifica.

Exercici 5. Troba totes les solucions de l'equacio f(f(x)) =0on f: R—R
satisfa x + f(x) = f(f(z)) per tot x € R.

Demostracio. Noteu que f(f(z)) — f(z) =z isi f(x) = f(y) lavors x =y,
i per tant, f és injectiva. Com que f(f(0)) = f(0) +0 = f(0), per la
injectivitat tenim f(0) = 0 i per tant f(f(0)) = 0. Si hi hagués un altre
x tal que f(f(z)) = 0 = f(f(0)), la injectivitat implicaria f(xz) = f(0) i
z=0. U

e Trobar els punts fixos o zeros de les funcions. zy és un punt
fix de la funcié f si f(xo) = zop (graficament la intersecci6 de f amb
y =1x)1xo és un zero de la funcié f si f(zg) = 0.

Exercici 6. Determina totes les funcions f : RT — R™ tals que lim, o f(x) =
0 i per tots x,y € RT,

fxf(y)) = yf(x)



Demostracié. Substituint x = y = 1, obtenim f(f(1)) = f(1). Substituint
r=1iy= f(1), tenim f(1)* = f(f(f( ))) = f(1) i aleshores f(1) =1 és

un punt fix. Considerem y = x i obtenim que zf(z) és un punt fix per tot
z € RT.

Suposem que zg > 1 érsn un punt fix, llavors zof(wg) = x3 és també un
punt fix. Aleshores z2" és un punt fix per tot natural m, contradient
limy oo f(z) =0. Siz € (0,1) és un punt fix, llavors

1= f(C) = FCf@) = 2(2)

i per tant, % > 1 també és un punt fix, entrant en contradiccié amb allo

demostrat abans. Aixi, 1 és 'inic punt fix, fet que implica que zf(z) =11
fla) =3 0

e Predir alguna solucié. Aquest metode sera 1til a ’hora de realit-
zar les substitucions per obtenir una familia de funcions on la funcié
predita en sigui un cas particular o per demostrar que no n’hi ha més.

Exercici 7. Trobar totes les funcions f : R — R que verifiquen
Pa)+ @+t + . 42 f(e) =203 + 25 + 2T+ 2L

Demostracié. Es senzill comprovar que f(z) = x és una soluci6é. Vegem que
és tnica. Sigui g(x) una altra solucié distinta de f(x). Aleshores g també
verifica la condicié. Restant ambdues condicions, queda

@) = g’(2) + (@ + 2 + ...+ ™) (f(2) — g(x)) = 0

usant la diferencia de cubs i factoritzant, obtenim

(f(x) = g@)(f*(2) + f(2) - g(2) + ¢*(x) +2® +a' + ... +2*") = 0.

x 2(g
Pa) + (@) 9la) + (o) = () + 122 4 20

i arribam a contradiccié. Aleshores f(z) = x és I'inica solucié. O

e Usar els nombres en una base distinta a 10. Aquest métode
només es pot emprar si el domini és N.

Exercici 8. Sigui f : N = N una funcid que satisfa

f)y =2, f(2)=1, f(3n)=3f(n), f(3n+1)=3f(n)+2, f(3n+2)=3f(n)+1

Troba el nombre d’enters n < 2006 pels quals f(n) = 2n.



Demostracié. Usarem els nombres en base 3. Calcularem f(n) per n < 8
per intentar predir la solucié. Es obvi que ’equacié donada sols pot tenir
una solucio.

F((1)3) =(2)3, f((2)3) = (1)3, f((10)3) =6 = (20)3, f((11)3) =8 = (22)3,
f((12)3) = 7= (21)3, f((20)3) = 3 = (10)3, f((21)3) =5 = (12)3, f((22)3) =4 = (11)3.

Ara es veu que f(n) s’obté de n canviant cada digit 2 per 1 i viceversa.
Aquest fet es comprova rapidament per induccié. Es clar que f (n) = 2n si,
i només si, el nombre n en base 3 no té cap digit 2. Es facil doncs comptar
quants n’hi ha d’aquests n’s. La resposta és 127. 0



